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РЕЗЮМЕ. Целью работы является поиск методов решения неопределенных уравнений и их систем в 

натуральных и целых числах с помощью формул тождественных преобразований и их использования при 

организации внеклассной работы по математике. Методы. Изучение научно-методической литературы, 

посвященной теории чисел по решению неопределенных уравнений в целых числах с помощью формул 

тождественных преобразований. Результаты. Определены некоторые методы решения неопределенных 

уравнений и их систем в натуральных и целых числах с помощью формул тождественных преобразова-

ний. Вывод. Показана возможность разложения на множители суммы и разности двух выражений с раз-

ными показателями и ее использование при решении неопределенных уравнений и их систем.     
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ABSTRACT. The aim of the paper is to search for methods for solving undeterminate equations and their 

systems in natural and integer numbers using formulas of identical transformations and their use in organiz-
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ber theory for solving indefinite equations in integers using formulas for identity transformations. Results. 

Some methods for solving indefinite equations and their systems in natural and integer numbers using for-

mulas of identity transformations are defined. Conclusion. The possibility of factoring the sum and difference 

of two expressions with different exponents and its use in solving indeterminate equations and their systems 

is shown. 

Keywords: solving equations in natural and integer numbers, indefinite equations, systems of indefinite 

equations, identity, identity transformation, formulas for identity transformations, Diophantine equations, his-

torical background. 

 

For citation: Vakilov Sh. M. Bakmaev Sh. A., Lakhikova Z. G. Solution of Some Types of Undetermined 

(Diophantine) Equations and Their Systems. Dagestan State Pedagogical University. Journal. Psychological 

and Pedagogical Sciences. 2024. Vol. 18. No. 4. Pp. 20-25. DOI: 10.31161/1995-0659-2024-18-4-20-25 

(in Russian) 

Введение 

Диофантовые уравнения (их еще назы-

вают неопределенными уравнениями) – 

алгебраические уравнения с целыми коэф-

фициентами, у которых разыскиваются це-

лые решения. Диофант Александрийский 

изобрел большое число способов решения 

подобных уравнений, поэтому их назы-

вают диофантовыми. Его основной целью 

было дать метод нахождения решения. Он 

не ставил себе задачу нахождения всех ре-

шений уравнения, даже тогда, когда их 

множество, и вполне удовлетворялся отыс-

канием одного решения. [2] 

Наиболее ранние сведения о примене-

нии неопределенных уравнений в индий-

ской математике появилось в 1тысячеле-

тии до н. э. в «Шульбе-сутре». При преоб-

разовании квадрата площадью 𝑎2 в квадрат 

площадью 𝑛𝑎2 приходилось решать не-

определенное уравнение второй степени 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2, решение которого дается в 

виде (𝑚2,𝑚
2−1

2
,   
𝑚2+1

2
 ). При расчетах алтарей 

решались системы неопределенных урав-

нений первой степени, например, такое: 

{
𝑥 + 𝑦 = 21

𝑥

𝑚2
+
𝑦

𝑛2
=1.

 

Хотя метод решения не отмечен, ком-

ментатор дает правильное решение, а 

именно, m=6, n=4 для x=9, y=12 и затем 

m=3, n=6 для x=5, y=16 [1]. 

Однако систематически неопределен-

ные уравнения стали объектом изучения 

лишь в первом веке новой эры, когда ин-

дийские математики и астрономы столкну-

лись с рядом календарно-астрономических 

задач. В этих задачах необходимо было 

узнать, через какой промежуток времени 

небесные тела, имеющие различные пери-

оды обращения, займут то же самое отно-

сительное положение. Эти задачи сводятся 

к отысканию целых чисел, дающих при де-

лении числа N на данные числа a, с извест-

ные остатки p и q. 

Таким образом, мы имеем 

N=ax+p=by+q, приняв ±b=p-q, получим 

ax±b=cy. Знаки перед свободным членом 

зависят от величины чисел p и q. 

Другая задача, которая приводила к не-

определенному уравнению первой сте-

пени, была такая: необходимо найти такое 

число х, произведение которого с данным 

числом а, увеличенное или уменьшенное 

на другое неизвестное число, могло бы де-

литься без остатка на данное число с. 

Иначе говоря, надо было найти в целых 

положительных числах решения выраже-

ния  
𝑎𝑥±𝑏

𝑐
= 𝑦. 

Позднее индийские математики стали 

просто решать уравнения 𝑎𝑥 ± 𝑏 = 𝑐𝑦. Пер-

вым математиком, давшим решение не-

определенного уравнения первой степени в 

целых положительных числах, был Ариаб-

хата, им рассматривалось уравнение 

ах+в=су. Бхаскара Ι показал, что методом 

Ариабхаты можно решить и уравнение ах-

в=су и что решение этого уравнения следует 

из уравнения ах-1=су. Рахмагупта и другие 

индийские ученые несколько упростили 

этот метод решения, а Ариабхаа ΙΙ улучшил 

их методы. Индийские ученые понимали, а 

многие из них и отмечали, что эти уравне-

ния могут быть разрешимы только в тех 

случаях, если числа (𝑎, 𝑐) взаимно просты. 

Если же они имеют общий делитель, то на 
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него должен делиться и свободный член 𝑏, 

иначе уравнение лишено смысла. 

Шрипати указывает: «Делимое, дели-

тель и свободный член следует разделить 

на их множитель, если таковой имеется, за-

тем возможно применять описанный ме-

тод. Если делимое и делитель имеют об-

щий множитель, на который не делится 

свободный член, то проблема абсурдна». 

Свое правило Ариабхата приводит для ре-

шения такой проблемы: найти число 𝑁, ко-

торое, будучи разделено на данные числа 

𝑎, 𝑐, дает два известных остатка 𝑝, 𝑞. Эта за-

дача приводит к следующим неопределен-

ным уравнениям первой степени: 

𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑐𝑦, если 𝑝 > 𝑞; 𝑎𝑥 − 𝑏 = 𝑐𝑦,

если 𝑝 < 𝑞 [2]. 

Аналогичные примеры и задачи приво-

дятся в работах большинства индийских 

ученых.  

Подобные задачи имеются в работах ки-

тайских математиков. Так, в «Математиче-

ском трактате» Сунь-цзы, написанном в 

ΙΙΙ  и ΙVвв., приводится ряд теоретико-чис-

ловых задач на остатки. 

Большое значение для развития науки 

имели исследования греческого ученого 

Диофанта, который приводил только ра-

циональные решения. Диофант написал 

большой труд под общим названием 

«Арифметика». «Арифметика» содержала 

всего13 книг, но до нас дошли только 6, 

притом с большими пропусками. Диофант 

много занимался различного рода уравне-

ниями, но более всего известен созданием 

остроумных способов решения неопреде-

ленных уравнений. Алгебраическое урав-

нение с одним или несколькими неизвест-

ными, все коэффициенты которого – це-

лые числа, а решения отыскиваются во 

множестве целых чисел, называют Дио-

фантовыми уравнениями. 

Теория диофантовых уравнений впо-

следствии получила очень большое разви-

тие. В XVI-XVIII вв. французский ученый 

Баше создал общий способ решения дио-

фантовых уравнений первой степени. 

Отечественный математик Б. Н. Делоне 

создал интересный метод исследования не-

определенных уравнений определенного 

вида, позволяющий определять границы 

числа решений. 

Цель статьи – поиск методов решения 

неопределенных уравнений и их систем в 

натуральных и целых числах с помощью 

формул тождественных преобразований и 

их использования при организации вне-

классной работы по математике. 

В процессе исследования были исполь-

зованы методы: изучение научно-методи-

ческой литературы, посвященной теории 

чисел по решению неопределенных урав-

нений в целых числах с помощью формул 

тождественных преобразований. 

Результаты и обсуждение  

Решение неопределенных уравнений и 

их систем  

Всем известны формулы разложения 

суммы и разности некоторых степеней.  

Например: 𝑎2 − 𝑏2 = (𝑎 + 𝑏) ∙ (𝑎 − 𝑏); 

𝑎3 − 𝑏3 = (𝑎 − 𝑏) ∙ (𝑎2 − 𝑎𝑏 + 𝑏2); 

𝑎3 + 𝑏3 = (𝑎 + 𝑏) ∙ (𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2) 
Эти формулы являются частными слу-

чаями делимости двучленов 𝑥𝑚 ± 𝑎𝑚 на 

двучлен 𝑥 ± 𝑎. Разность одинаковых степе-

ней двух выражений мы всегда можем по 

этим формулам разложить, так как раз-

ность степеней всегда делится на 𝑎 − 𝑏.  

Вообще 𝑥𝑚 − 𝑎𝑚 = (𝑥 + 𝑎)(𝑥𝑚−1 −

𝑎𝑥𝑚−2 + 𝑎2𝑥𝑚−3 −⋯𝑥𝑚−1) (знаки плюс и 

минус чередуются). Сумму одинаковых 

четных степеней двух выражений мы не 

можем разложить, так как 𝑎𝑚 + 𝑏𝑚 (m-чет-

ное) не делится ни на разность, ни на 

сумму этих выражений.  

Возникает вопрос, как же разложить 

сумму и разность двух выражений с раз-

ными показателями степеней? 

Исследуя сумму и разности двух выра-

жений с разными показателями степеней, 

мы пришли к следующим тождествам: 

1) 𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎𝑚−1 + 𝑏𝑛−1) −
𝑎𝑏(𝑎𝑚−2 + 𝑏𝑛−2) 

2) 𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎𝑚−1 − 𝑏𝑛−1) +
𝑎𝑏(𝑎𝑚−2 + 𝑏𝑛−2) 

3) 𝑎𝑚 − 𝑏𝑛 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎𝑚−1 − 𝑏𝑛−1) −

𝑎𝑏(𝑎𝑚−2 − 𝑏𝑛−2) 
4) 𝑎𝑚 − 𝑏𝑛 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎𝑚−1 + 𝑏𝑛−1) +

𝑎𝑏(𝑎𝑚−2 − 𝑏𝑛−2)  
Эти тождества легко доказываются.  

Докажем первое тождество.  

1) 𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎𝑚−1 + 𝑏𝑛−1) −
𝑎𝑏(𝑎𝑚−2 + 𝑏𝑛−2)= 𝑎𝑚 + 𝑎𝑏𝑛−1 +

+𝑎𝑚−1𝑏 + 𝑏𝑛 − 𝑎𝑚−1𝑏 − 𝑎𝑏𝑛−1 = 𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 

Исследуя суммы и разности степеней, 

мы обнаружили, что их можно разложить 
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не только 𝑎 ± 𝑏 и 𝑎𝑏, но и через   𝑎𝑅1 ± 𝑏𝑅2 

и 𝑎𝑅1𝑏𝑅2 , где 𝑅1 и 𝑅2 некоторые числа. В 

этом случае наши тождества будут выгля-

деть следующим образом: 

1
1
 ) 𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 = (𝑎𝑅1 + 𝑏𝑅2)(𝑎𝑚−𝑅1 +

𝑏𝑛−𝑅2) − 𝑎𝑅1𝑏𝑅2(𝑎𝑚−2𝑅1 + 𝑏𝑛−2𝑅2) 
2

1
 ) 𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 = (𝑎𝑅1 − 𝑏𝑅2)(𝑎𝑚−𝑅1 −

𝑏𝑛−𝑅2) + 𝑎𝑅1𝑏𝑅2(𝑎𝑚−2𝑅1 + 𝑏𝑛−2𝑅2) 
3

1
 ) 𝑎𝑚 − 𝑏𝑛 = (𝑎𝑅1 + 𝑏𝑅2)(𝑎𝑚−𝑅1 −

𝑏𝑛−𝑅2) − 𝑎𝑅1𝑏𝑅2(𝑎𝑚−2𝑅1 − 𝑏𝑛−2𝑅2) 
4

1
 ) 𝑎𝑚 − 𝑏𝑛 = (𝑎𝑅1 − 𝑏𝑅2)(𝑎𝑚−𝑅1 +

𝑏𝑛−𝑅2) + 𝑎𝑅1𝑏𝑅2(𝑎𝑚−2𝑅1 − 𝑏𝑛−2𝑅2) 
Докажем второе тождество. Раскрывая 

скобки в правой части, получим. 

2
1
 ) 𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 = (𝑎𝑅1 − 𝑏𝑅2)(𝑎𝑚−𝑅1 −

𝑏𝑛−𝑅2) + 𝑎𝑅1𝑏𝑅2(𝑎𝑚−2𝑅1 + 𝑏𝑛−2𝑅2)= 

=𝑎𝑚 + 𝑎𝑅1𝑏𝑛−𝑅1 + 𝑏𝑅2𝑎𝑚−𝑅1 + 𝑏𝑛 −

𝑎𝑅1𝑏𝑛−𝑅1 − 𝑏𝑅2𝑎𝑚−𝑅1=𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 [3]. 

Используя эти тождества, можно ре-

шить некоторые неопределенные уравне-

ния и их системы. 

Пример 1. Решить уравнение. 

𝑎5 + 𝑏4 − 34𝑎3 − 34𝑏2 + 225𝑎 + 225 =
0. 

Решение. Заметим, что 𝑎 = −1; 𝑏 = ±1 

решение уравнения. Найдем другие реше-

ния. 

Согласно тождеству  

1
1
) 𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 = (𝑎𝑅1 + 𝑏𝑅2)(𝑎𝑚−𝑅1 +

𝑏𝑛−𝑅2) − 𝑎𝑅1𝑏𝑅2(𝑎𝑚−2𝑅1 + 𝑏𝑛−2𝑅2) имеем  

𝑎5 + 𝑏4 = (𝑎2 + 𝑏2)(𝑎3 + 𝑏2) − 𝑎2𝑏2(𝑎 +
𝑏0), откуда получим 

𝑎5 + 𝑏4 − (𝑎2 + 𝑏2)𝑎3 − (𝑎2 + 𝑏2)𝑏2 +
𝑎2𝑏2𝑎 + 𝑎2𝑏2 = 0. Отсюда следует, что 

{𝑎
2 + 𝑏2 = 34
𝑎2𝑏2 = 225

 → {𝑎
2 = 34 − 𝑏2

𝑎2𝑏2 = 225
 (34 −

𝑏2)𝑏2 − 225 = 0; 

Обозначив получим 𝑏4 − 34𝑏2 + 225 =

0, откуда 𝑏1
2 = 9;  𝑏2

2  = 25, т. е. 

𝑏1 = ±3;   𝑎1 = ±5;   𝑏2 = ±5; 𝑎2 = ±3. 

Ответ: 1) если a=±3; то   𝑏 = ±5; если 

a=±5, то 𝑏 = ±3; 

2 ) если 𝑎 = −1, то 𝑏 = ±1.     
Пример 2. Решить систему уравнений 

{

𝑎𝑚+𝑏𝑛=305
𝑎𝑏=28

𝑎𝑚−1+𝑏𝑛−1=71
𝑎𝑚−2+𝑏𝑛−2=17.

(≢) 

1) Из тождества 1) 𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 = (𝑎 +

𝑏)(𝑎𝑚−1 + 𝑏𝑛−1) − 𝑎𝑏(𝑎𝑚−2 + 𝑏𝑛−2) имеем 

(𝑎 + 𝑏)(𝑎𝑚−1 + 𝑏𝑛−1) = 𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 +

 𝑎𝑏(𝑎𝑚−2 + 𝑏𝑛−2), откуда с учетом нашей 

системы уравнений получим: 

(𝑎 + 𝑏) ∙ 71 = 305 + 28 ∙ 17 = 781, от-

куда 𝑎 + 𝑏 = 11.  
Тогда получим систему уравнений 

{
𝑎𝑏 = 28

𝑎 + 𝑏 = 11.
 

Из этой системы находим: {
𝑎 = 4,
𝑏 = 7;

  

{
𝑎 = 7,
𝑏 = 4.

(≢≢) 

Из формулы 1) 𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 = (𝑎 +

𝑏)(𝑎𝑚−1 + 𝑏𝑛−1) − 𝑎𝑏(𝑎𝑚−2 + 𝑏𝑛−2) 
найдем 𝑎𝑚−1 − 𝑏𝑛−1 =
𝑎𝑚+𝑏𝑛−𝑎𝑏(𝑎𝑚−2+𝑏𝑛−2)

𝑎−𝑏
. 

Так как 𝑎 − 𝑏 = ±3, то имеем два случая: 

Рассмотрим первый случай 

Пусть 𝒂 − 𝒃 = −𝟑 тогда,      𝑎𝑚−1 −

𝑏𝑛−1 =
305−476

−3
= 57. 

Откуда с учетом системы (≢) имеем: 

{𝑎
𝑚−1 + 𝑏𝑛−1 = 71
𝑎𝑚−1 − 𝑏𝑛−1 = 57

 (≢≢≢) откуда, скла-

дывая первое уравнение со вторым, получим 

2𝑎𝑚−1 = 128, откуда получим 𝑎𝑚−1 = 43.  

Из (≢≢) следует, что: 

1) 𝑎 = 4, то 4𝑚−1 = 43; 𝑚 − 1 = 3;   𝑚 = 4. 

2) 𝑎 = 7, то 7𝑚−1 = 43; (𝑚 − 1)𝑙𝑞7 =

𝑙𝑞64;   𝑚 − 1 =
𝑙𝑞64

𝑙𝑞7
; 

𝑚 =
𝑙𝑞64

𝑙𝑞7
+ 𝑙𝑞10 – это не натуральное 

число. 

Найдем 𝑏. Вычитывая из первого урав-

нения второе из системы (≢≢≢), имеем 

2𝑏𝑛−1 = 14;  𝑏𝑛−1 = 7. 
Из (≢≢) следует, что: 

1) 𝑏 = 7, то 7𝑛−1 = 7; n−1 = 1;  𝑛 = 2. 

2) b= 4, то 4𝑛−1 = 7; (𝑛 − 1)𝑙𝑞4 =

𝑙𝑞7;   𝑛 =
𝑙𝑞7

𝑙𝑞4
+ 𝑙𝑞10; 

𝑛 =
𝑙𝑞7

𝑙𝑞4
+ 𝑙𝑞10 – это не натуральное 

число. 

Рассмотрим второй случай 

Пусть 𝒂 − 𝒃 = 𝟑. Откуда с учетом си-

стемы (≢) имеем 

{ 𝑎
𝑚−1 + 𝑏𝑛−1 = 71

𝑎𝑚−1 − 𝑏𝑛−1 = −57
   (≢≢≢≢)   откуда 

складывая первую уравнение со вторым 

получим 2𝑎𝑚−1 = 14, откуда получим 

𝑎𝑚−1 = 7.  
Из (≢≢) следует, что: 
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1) 𝑎 = 4, то 4𝑚−1 = 7; 𝑚 =
𝑙𝑞7

𝑙𝑞4
+ 𝑙𝑞10 −

не натуральное число. 
2) 𝑎 = 7, то 7𝑚−1 = 7; 𝑚 − 1 = 1;   𝑚 = 2; 

Найдем 𝑏. Вычитывая из первого урав-

нения вторую, из системы (≢≢≢), имеем 

2𝑏𝑛−1 = 128;  𝑏𝑛−1 = 64. 
Из (≢≢) следует, что: 

1) 𝑏 = 7, то 7𝑛−1 = 64;   𝑛 =
𝑙𝑞=64

𝑙𝑞7
+

𝑙𝑞10 − не натуральное число. 

2) b= 4,   то 4𝑛−1 = 64; 𝑛 − 1 = 3, 𝑛 = 4. 

Ответ: 1) 𝑎 = 4; 𝑏 = 7;𝑚 = 4; 𝑛 = 2; 

2) 𝑎 = 7; 𝑏 = 7;𝑚 = 2; 𝑛 = 4. 
Решите самостоятельно. 

1. Решите уравнения: 

1.1 𝑎5 + 𝑏6 − 25𝑎3 − 25𝑏2 + 144𝑎 +

144𝑏4 = 0 

1.2 𝑎10 − 𝑏7 − 260𝑎6 − 260𝑏5 +

1024𝑎2 − 144𝑏3 = 0 

2. Решить систему уравнений:  

2.1.  

{
 

 
𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 = 206

𝑎 − 𝑏 = 2
𝑎𝑚−1 + 𝑏𝑛−1 = 52

𝑎𝑚−2 + 𝑏𝑛−2 = 14.

 

 

2.2. {

𝑎𝑚+𝑏𝑛=661
𝑎𝑏=30

𝑎𝑚−1+𝑏𝑛−1=131
𝑎𝑚−2+𝑏𝑛−2=26.

 

Выводы 

Проведенное нами исследование мето-

дов решения неопределенных уравнений и 

их систем в натуральных и целых числах с 

помощью формул тождественных преоб-

разований позволяет нам сделать следую-

щие выводы: ученые Индии первые пред-

ложили общий метод для решения в целых 

числах неопределенных уравнений первой 

степени с целыми коэффициентами; дио-

фантовы уравнения относятся к ряду за-

дач, не требующих работы со сложными и 

громоздкими формулами. При их реше-

нии необходимо лишь проводить аккурат-

ные рассуждения с использованием опре-

деленных понятий теории чисел и связан-

ные в стройную логическую конструкцию; 

Диофантовы уравнения и их решения и по 

сей день остаются актуальной темой; уме-

ние решать такие уравнения позволяет 

найти остроумные и сравнительно про-

стые решения, казалось бы, «неразреши-

мых» задач; показана возможность разло-

жения на множители суммы и разности 

двух выражений с разными показателями 

и ее использование при решении неопреде-

ленных уравнений и их систем. 

Метод решения некоторых типов дио-

фантовых уравнений с помощью формул 

тождественных преобразований может 

быть использован при проведении вне-

классной работы по математике в общеоб-

разовательной школе. 
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