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РЕЗЮМЕ. Целью статьи является разработка методических аспектов изучения дисциплины «Числен-

ные методы» будущими бакалаврами по профилям «Математика» и «Информатика», умение выбора 

соответствующего численного метода решения задачи и составление программ на языке программи-

рования. Методы. Составление программ на языке Pascal для решения уравнений методом касатель-

ных и хорд. Каждый из описываемых методов включает в себя пример решения определенной задачи 

с применением программы, написанной на языке PascalABC. Для каждого метода также представляет-

ся блок-схема, иллюстрирующая его алгоритм. Результаты. Для оценки скорости сходимости были раз-

работаны программы на языке PascalAВC, которые решают уравнения с помощью методов касатель-

ных и хорд. В качестве инициативы предлагается авторский метод внедрения темы «Приближенное 

решение уравнений», основанный на методах касательных и хорд в курсе «Численные методы». Выво-

ды. В работе использован пакеты прикладных программ для построения графиков функций, продемон-

стрирован блок-схема для графического изображения алгоритма приближенного решения нелинейных 

уравнений методом касательных и хорд. Разработаны соответствующие программы для приближенного 

решения нелинейных уравнений, которые находят приближенные корни уравнения и дают возмож-

ность для сравнения скорости сходимости при различных вариациях метода касательных и хорд.  
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ABSTRACT. The aim of the paper is to develop methodological aspects of studying the discipline "Numer-

ical Methods" by future bachelors in the fields of "Mathematics" and "Computer Science", the ability to 

choose the appropriate numerical method for solving a problem and create a program in a programming 

language. Methods. Programming in Pascal for solving equations by the method of tangents and chords. 

Each of the described methods includes an example of solving a specific problem using a program written 

in the PascalABC language. A flowchart illustrating its algorithm is also provided for each method. Results. 

To establish the convergence rate, Pascal ABC programs have been developed for solving equations by the 

method of tangents and chords. The author's approach to the introduction of the section "Approximate solu-

tion of equations" using tangent and chord methods in the course "Numerical Methods" is proposed. Con-

clusions. The paper uses application software packages for plotting functions, demonstrates a flowchart for 

graphical representation of an algorithm for approximate solution of nonlinear equations by the method of 

tangents and chords. Appropriate programs have been developed for the approximate solution of nonlinear 

equations, which find approximate roots of the equation and make it possible to compare the rate of con-

vergence with various variations of the tangent and chord method. 

Keywords: equations, program, convergence rate, numerical methods. 
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Введение 

Множество задач, возникающих в раз-

личных областях человеческой деятельно-

сти, требует установления численных зна-

чений. Тем не менее, по ряду причин, да-

леко не все задачи можно разрешить с по-

мощью аналитических методов. В совре-

менную эпоху, когда компьютеры стали 

неотъемлемой частью повседневной жиз-

ни, большинство из таких задач решается 

именно при их помощи. Следовательно, 

вполне логично, что в Государственные 

стандарты общего и высшего образова-

ния, охватывающие широкий спектр спе-

циальностей (не ограничиваясь только 

математикой и информатикой), вошли 

темы, методы численного анализа, приме-

няемые для разрешения математических 

задач. 

Изучение уравнений начинается с 

ранних классов в школьной программе 

по математике и представляет собой 

часть дисциплины, посвященную иссле-

дованию разнообразных видов уравне-

ний и подходов к их решению. 

В общем виде любое уравнение с одной 

переменной можно записать следующим 

образом:  

𝑓(𝑥) =  0.                                                   (1) 

Школьная математика рассматривает 

точные методы для решения уравнений. 

Через графиков функций в основной 

школе рассматривает приближенный ме-

тод нахождения корня уравнения (1). 

В школьной математике рассматрива-

ют точные методы решения уравнений. 

Для нахождения приближенных решений 

уравнений применяют графический под-

ход. Тем не менее, использование графи-

ческого метода затрудняет точное опреде-

ление приближенного корня с требуемой 

степенью точности. 

Для определения приблизительного 

значения корня уравнения с установлен-

ной точности можно применять различ-

ные численные техники, такие как метод 

бисекции, метод Ньютона, метод секущих 

и итерационные методы. Существует 

множество подходов для вычисления 

приблизительного значения корня урав-

нения. На практике обычно выбирают ме-

тод, где скорость сходимости итерацион-

ной последовательности к корню была 

быстрая. Для некоторых методов можно 

использовать различные вариации. 

Материалы и методы исследования 

В данном исследовании мы рассматри-

ваем специфическую методику для при-

ближенного решения уравнений (1) через 

численные методы, опирающиеся на хор-

довые и касательные методы. 

Данный комбинированный подход 

эффективно интегрирует элементы как 

методов хорд, так и касательных, что поз-
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воляет находить решения нелинейных 

уравнений (1) с заданной точностью ε. 

Поиск искомого корня выполняется 

одновременно с обоих концов отрезка, в 

пределах которого располагается корень 

уравнения. 

Следует иметь в виду, что начальное 

значение в методе касательных определя-

ется тем концом интервала, для которого 

выполняется условие 𝑓(𝑥0) ∙ 𝑓"(𝑥0) >  0. 

Предположим, что 𝑓(𝑥0) ∙ 𝑓"(𝑥0) >  0. В 

данной ситуации метод касательных будет 

работать с левого края, в то время как ме-

тод хорд начнет свое действие с правого 

края. Итерационные формулы [1, 2]: 

𝑎𝑘+1 = 𝑎𝑘 −
𝑓(𝑎𝑘)

𝑓′(𝑎𝑘)
,   𝑏𝑘+1 =

𝑎𝑘∙𝑓(𝑏𝑘)−𝑏𝑘∙𝑓(𝑎𝑘)

𝑓(𝑏𝑘)−𝑓(𝑎𝑘)
 .   

(2) 

Общую формулировку задачи можно 

представить следующим образом: суще-

ствуют точные методы решения уравне-

ний (1), которые подходят лишь для огра-

ниченного класса уравнений, таких как 

квадратные, биквадратные, а также неко-

торые тригонометрические, показатель-

ные и логарифмические уравнения и т. д. 

В ряде случаев математические модели 

конкретных задач формируют уравнения, 

для которых точные методы решения от-

сутствуют. Даже при использовании точ-

ных методов не всегда возможно полу-

чить точный ответ (например, при реше-

нии уравнения 𝑥2 = 2). 

В подобных ситуациях для решения 

уравнения (1) применяют методы, осно-

ванные на численном приближении. Про-

цесс нахождения решения с помощью та-

ких методов включает два этапа: 

1) Определение всех корней уравнения, 

что означает необходимость установить 

интервал, в котором располагается ровно 

один корень; 

2) Уточнение каждого из найденных 

корней, что подразумевает поиск значения 

корней уравнения с определенной точно-

стью. 

Эти численные техники позволяют до-

стигать необходимой точности и эффек-

тивно работать с задачами, которые могут 

быть сложными для аналитического ре-

шения. 

Отделить корни уравнения можно гра-

фическим способом и аналитическим спо-

собом. 

Для того, чтобы визуально выделить 

корни уравнения, требуется создать гра-

фик функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) и определить со-

ответствующий интервал для каждой точ-

ки, в которой график пересекает ось Х. 

Если график функции f(x) вызывает за-

труднения, можно выразить её как раз-

ность двух простых функций: 𝑓(𝑥) =

𝑓1(𝑥) − 𝑓2(𝑥).  После этого необходимо 

отобразить графики функций 𝑓1(𝑥) и 

𝑓2(𝑥) в одной системе координат. Важно 

отметить, что если х является корнем 

уравнения, то f(x)=0 соответствует равен-

ству𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥). Таким образом, значе-

ния х, в точках пересечения этих графи-

ков, будут представлять собой корни 

уравнения. 

 

 

Рис. 1. Графический способ  

для нахождения корня уравнения 

𝒙 − 𝒄𝒐𝒔𝒙 = 𝟎 

 

Для использования аналитического ме-

тода поиска корня уравнения можно обра-

титься к следующему принципу: если 

функция f(x) удовлетворяет определен-

ным требованиям, т. е. она непрерывна и 

задана на интервале [a; b], причем произ-

ведение значений f(a) и f(b) оказывается 

отрицательным, а также на данном про-

межутке имеется производная, сохраня-

ющая один и тот же знак, то в отрезке 

[a;b] существует ровно один корень урав-

нения 𝑓(𝑥) = 0. 
 

Таблица 

Аналитический метод отделения  

корня уравнения (1) 

x 0 0,2 0,4 0,6  0,8 1  

x-cos(x) -1 -0,780 -0,521 -0,225  0,103 0,460  

-1,2

-1

-0,8

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

0 0,5 1 1,5
x-cos(x)
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Уточнение корня уравнения подразу-

мевает, что, если известен интервал, со-

держащий единственный корень, даль-

нейшая задача заключается в нахождении 

его приближенного значения с заданной 

степенью точности. 

Процесс нахождения более точного 

корня обычно осуществляется через ите-

рационные методы. При этом алгоритм, 

который используется для генерации по-

следовательности приближений, должен 

быть простым, надежным и экономически 

эффективным. Последний аспект связан с 

тем, как быстро и эффективно данный 

алгоритм сходится к истинному значению 

корня.  

Существуют различные методы, кото-

рые можно применять для уточнения 

корня, такие как метод половинного деле-

ния, метод итераций, метод секущих, ме-

тод Ньютона и комбинированные техни-

ки. Эти подходы позволяют находить ко-

рень уравнения с необходимой точно-

стью, оптимизируя при этом вычисли-

тельные затраты. 

Результаты и обсуждение 

В данном исследовании предлагается 

авторский подход к внедрению раздела 

«Приближенное решение уравнений» с 

использованием методов касательных и 

хорд в курсе «Численные методы». Этот 

подход реализуется в рамках подготовки 

бакалавров педагогического образования 

по направлениям «Математика» и «Ин-

форматика» в сфере физико-

математического и информационно-

технологического образования в Дагестан-

ском государственном педагогическом 

университете им. Р. Гамзатова. 

В научной литературе приводятся ме-

тоды, когда один конец графика является 

неподвижной точкой и все зависит от зна-

ков производных первого и второго по-

рядков. Мы предлагаем метод, когда оба 

конца графика подвижны (рис. 3 и 4). 

Обычно в исследованиях изложена та-

кая методика решения уравнений: при 

проведении хорды один конец графика 

неподвижен (рис. 3). 

Мы в своей работе предлагаем следую-

щий алгоритм приближенного решения 

уравнений (рис. 3): 

1. Проверить знаки производных пер-

вого и второго порядков в промежутке, 

где отделен корень. 

2. На том конце графика, где функция 

и вторая производная имеют одинаковые 

знаки провести касательную. 

3. Определите координаты точки, где 

касательная пересекает график функции. 

4. Проведите хордальную линию меж-

ду пунктом, указанным в шаге 3, и другим 

концом графика. 

5. Продолжайте повторять эти дей-

ствия до тех пор, пока не достигнете тре-

буемой точности. 

Как видно из результатов выполнения 

программы, количество шагов, когда оба 

конца отрезка содержащий корень урав-

нения подвижны, меньше, чем когда один 

конец отрезка неподвижен. 

 

 

Рис. 2. Схематическое представление 

алгоритма уточнения корня 

уравнения (1) с использованием 

смеси методов хорд и касательных 

 

Составим программы решения уравне-

ний с одной переменной на языке Pas-

calABC [1; 3; 6] соответствующие рис. 3 и 

рис. 4. 

  



16    ••• Известия ДГПУ. Т. 19. № 2. 2025 

••• DSPU JOURNAL. Vol. 19. No. 2. 2025 

 

Скриншот программы 1 

 

При a=0, b=1.57, e=0.001 

Корень с точностью 0.001=0.73818 

Количество шагов при е (0.001)=3 

При a=0, b=1.57, e=0.001 

Корень с точностью 0.000001=0.739085 

Количество шагов при е (0.000001)=7 

 

Скриншот программы 2 

 

При a=0, b=1.57, e=0.001 

Корень с точностью 0.001=0.73931 

Количество шагов при e (0.001)=2 

При a=0, b=1.57, e=0.001 

Корень с точностью 0.000001=0.739085 

Количество шагов при e (0.000001)=3 
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Так как 𝑓(0) ∗ 𝑓(𝜋/2) < 0 и производ-

ная от функции 𝑓(𝑥)  =  𝑥– 𝑐𝑜𝑠(𝑥) на от-

резке [0; π/2] больше нуля, то 

единственный корень уравнения 

𝑥– 𝑐𝑜𝑠(𝑥) = 0 содержится на отрезке [0; 

π/2]. 

Через 𝑘1(𝑒) и 𝑘2(𝑒) обозначим 

количество шагов при решении уравнения 

𝑥– 𝑐𝑜𝑠(𝑥) = 0 методом касательных и хорд 

по схемам рис. 3 и рис. 4 соответственно с 

точностью 𝑒.  

В качестве примера рассматривается 

уравнение 𝑥– 𝑐𝑜𝑠(𝑥) = 0. С помощью про-

грамм, написанных на языке PascalABC, 

было продемонстрировано, что количе-

ство шагов, необходимое для нахождения 

решения этого уравнения с использовани-

ем комбинированного метода различны-

ми способами (рис. 3 и 4), может варьиро-

ваться. В частности, когда оба конца от-

резка, содержащего корень уравнения, яв-

ляются подвижными, то число шагов для 

достижения заданной точности оказыва-

ется меньшим по сравнению с ситуацией, 

когда один из концов остается фиксиро-

ванным. 

Заключение 

Отсюда видно, что по методу, когда оба 

конца – переменные (рис. 4), скорость 

сходимости итерационной последова-

тельности к корню быстрая, чем по мето-

ду, когда один конец – переменная 

(рис. 3). 

 

 

 

Рис. 3. Точка 𝑩(𝒃; 𝒇(𝒃))неподвижна Рис. 4. Оба конца 𝑨(𝒂; 𝒇(𝒂)) и 𝑩(𝒃; 𝒇(𝒃))  

подвижны 
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