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РЕЗЮМЕ. Цель. Рассмотреть возможность применения векторно- координатного метода при вычис-

лении углов между прямыми и плоскостями. Методы. Аналитико-синтетический метод, который позволяет 

вычислить углы между прямыми и плоскостями без выполнения наглядного рисунка. Результат. На при-

мерах решения разного вида стереометрических задач проиллюстрировано применение координатного 

метода при вычислении углов. Вывод. Векторно- координатный метод можно эффективно использовать 

при решении стереометрических задач на вычисление углов между прямыми и плоскостями. 

Ключевые слова: прямоугольная система координат, векторно-координатный метод, скалярное про-

изведение векторов, правильная пирамида, шестиугольная призма. 

 

Формат цитирования: Гаджимурадов М. А., Гаджиева З. Д. О вычислении углов между прямыми и 

плоскостями при обучении геометрии // Известия Дагестанского государственного педагогического уни-

верситета. Психолого-педагогические науки. 2024. Т. 18. № 3. С. 39-44. DOI: 10.31161/1995-0659-

2024-18-3-39-44 

 

On Calculating Angles Between Straight Lines  

and Planes in Geometry Training 
 

© 2024 Madrid A. Gadzhimuradov, Zulfiya D. Gadzhieva  

Gamzatov Dagestan State Pedagogical University, 

Makhachkala, Russia; e-mail: matanaliz-dgpu@mail.ru, gadzhievazulfiyaa@mail.ru 

http://www.alieva1988@yandex.ru


40    ••• Известия ДГПУ. Т. 18. № 3. 2024 

••• DSPU JOURNAL. Vol. 18. No. 3. 2024 

 

ABSTRAKT. Aim. Consider the possibility of using the vector coordinate method in calculating angles be-

tween straight lines and planes. Methods. An analytical and synthetic method that allows you to calculate the 
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Введение 

В курсе аналитической геометрии легко 

вычисляются углы между прямыми и плос-

костями зная уравнения этих геометриче-

ских фигур. Но в программе школьного 

курса геометрии не рассматриваются урав-

нения прямых и плоскостей в пространстве 

[1]. С другой стороны, в контрольно-изме-

рительных заданиях ЕГЭ по профильной 

математике часто встречаются стереомет-

рические задачи на вычисление углов 

между скрещивающимися прямыми, 

между различными плоскостями [5]. Реше-

ние таких задач зачастую вызывают у уча-

щихся большие трудности. Трудности свя-

заны, прежде всего, с неумением построить 

на чертеже искомый угол, у учеников недо-

статочно развиты навыки выполнения сте-

реометрических построений. В таких слу-

чаях эффективно можно использовать так 

называемый «векторно-координатный ме-

тод». Основным преимуществом этого ме-

тода является то, что подобные задачи ре-

шаются аналитическим методом без по-

строения искомого угла между прямыми 

или плоскостями. Сущность метода заклю-

чается в том, что вводится прямоугольная 

декартова система координат, в которой 

легко определяются координаты вершин 

данного многогранника и координаты не-

обходимых для решения задачи векторов. А 

затем используются знакомые учащимся 

формулы из векторной алгебры для вычис-

ления угла между векторами с помощью 

скалярного произведения [4]. 

Рассмотрим примеры решения задач с 

использованием указанного выше метода. 

Задача 1. В правильной треугольной 

призме ABC A 1 B 1C 1 боковое ребро равно 

5. Точки M и N – середины ребер A 1B 1 и B 

1C 1 соответственно.   

Найти угол между прямыми AM и BN. 

 

Решение 

Введем прямоугольную систему коорди-

нат с началом координат в точке O – сере-

дина ребра AB и координатные оси напра-

вим по прямым OA, OC, OM соответ-

ственно. Так как треугольник ABC равно-

сторонний, то медиана CO является и высо-

той, т. е.:  

CO⊥ 𝐴𝐵.   Кроме того,  OM⊥ 𝑂𝐴, OM⊥
𝑂𝐶. В выбранной системе координат точки 

призмы имеют следующие координаты: 

О(0;0;0), А(2;0;0), М(0;0;5), 

В ̅(−2; 0; 0),    B1(-2;0;5).  

Находим ОС = √АС2 − ОА2 =√42 = 2√3. 

Тогда, С(0; 2√3;0), С1(0;2√3;5), N(-1;√3;5). 

Напишем координаты векторов 

 АМ̅̅̅̅̅(−2; 0; 5),  В𝑁̅̅ ̅̅ ̅ (−1; √3; 5). Косинус 

угла между векторами находим по формуле 

[2] 

cos 𝛼 =
|𝐴𝑀̅̅ ̅̅ ̅∙𝐵𝑁̅̅̅̅̅|

|𝐴𝑀̅̅ ̅̅ ̅|∙|𝐵𝑁̅̅̅̅̅|
 ,     

 

cos𝛼 =
|−2.1+2√3.0+5.5|

√(−2)2+02+53∙√12+(√3)2+52

=
23

29
.    

 

𝛼 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
23

29
. 
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Результаты и их обсуждение 

Задача 2. В правильной шестиугольной 

призме ABCDEF A1B1C1D1E1F1 сторона осно-

вания равна 6, а высота 4. Найти угол между 

прямой A1C1 и плоскостью BC1F1. 

 

Решение 

   

Введем прямоугольную систему 

координат с началом в точке B, 

координатные оси которой направлены 

соответственно по прямым BF,BC, BB1. Как 

известно из свойств правильного 

шестиугольника, BF⊥BC, BB1 ⊥ BF, BB1 ⊥ BC. 

В выбранной системе координат запишем 

координаты вершин многогранника: 

B(0;0;0), C(0;6;0), B1(0;0;4), C1(0;6;4). Ис-

пользуя теорему косинусов, получим 

BF=√𝐴𝐵2 + 𝐴𝐹2 − 2𝐴𝐵. 𝐴𝐹. 𝑐𝑜𝑠𝛼 =

√62 + 62 − 2.6.6. cos 1200 =

√36 + 36 − 72. (−
1

2
)=6√3. 

 

Тогда F(6√3; 0; 0), F1(6√3; 0; 4). 

Обозначим M – середину отрезка BF. 

Тогда AM – медиана, а следовательно 

высота и биссектриса в равнобедренном 

треугольнике BAF. 

Так как BM = 3√3, то 

AM=√𝐴𝐵2 − 𝐵𝑀2 = 3. 

Тогда M(3√3;0;0), A(3√3;-3;0), A1(3√3, 

-3;4). 

Таким образом,  

𝐴1𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅̅ (−3√3; 9; 0),  

𝐵𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅(6√3; 0; 4), 𝐵𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅( 0; 6; 4). 

Обозначим 𝑚̅ вектор, удовлетворяющий 

условиям: 𝑚̅ ⊥ 𝐵𝐹1
̅̅ ̅̅ ̅, 𝑚̅ ⊥ 𝐵𝐶1

̅̅ ̅̅ ̅, т. е. 

𝑚̅(𝑚1,𝑚2, 𝑚3 )  ⊥ (𝐵𝐶1 𝐹1). 

Тогда,  

{
𝑚̅ . 𝐵𝐹1

̅̅ ̅̅ ̅ = 0

𝑚̅ . 𝐵𝐶1
̅̅ ̅̅ ̅ = 0

↔ {
𝑚1. 6√3. +𝑚2 . 0 + 𝑚3. 4 = 0

𝑚1. 0 + 𝑚2. 6 + 𝑚3 . 4 = 0
 

Решая систему, получим одно из 

частных решений 𝑚̅(2; 2√3; −3√3). 

Так как sin 𝛼 =
|𝐴1𝐶1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.𝑚̅ |

|𝐴1𝐶1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅|.|𝑚̅ |
, то подставив 

координаты векторов, находим  

sin 𝜑 =
|(−3√3,).2+9.2√3−0.(−3√3,),|

√(−3√3,)2+92+02.√22+(2√3,)2+(−3√3,)2

=

2

√43
. 

𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
2

√43
. 

Задача 3. В прямоугольном параллеле-

пипеде ABCDA1B1C1D1 точки M и N – сере-

дины ребер C1B1 и C1D1 соответственно, 

AB=8, AD=6, AA1=6. Найти угол между 

плоскостями CMN и BDD1.  

 

 

Решение 

Прямоугольную систему координат вво-

дим следующим образом: начало коорди-

нат совпадает с вершиной D, а координат-

ные оси направлены по прямым соответ-

ственно DA, DC, DD1.   

Очевидно, DA⊥ 𝐷𝐶, DD1⊥ 𝐷𝐴, 𝐷𝐷1 ⊥ 𝐷𝐶. 
В построенной системе координат напишем 

координаты точек: D(0;0;0), C(0;8;0), 

D(0;0;6), N(0;4;6), M(3;8;6), B(6,ё1к8,0). 

Находим координаты векторов 

𝐷𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ (0;0;6), 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ ̅(6; 8; 0), 𝐶𝑁̅̅ ̅̅ (0; 

-4;6),𝐶𝑀̅̅̅̅̅(3; 0; 6). 
Вводим вектор 𝑚̅(𝑚1,𝑚2, 𝑚3) такой, что 

𝑚̅ ⊥ 𝐷𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅  и 𝑚̅̅̅ ⊥ 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ . 
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Следовательно, {
𝑚̅ ∙ 𝐷𝐷1

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 0

𝑚̅ ∙ 𝐷𝐷1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 0

 

Подставив координаты векторов, полу-

чим {
𝑚1∙0 + 𝑚2 ∙ 0 + 𝑚3 ∙ 6 = 0
𝑚1∙6 + 𝑚2 ∙ 8 + 𝑚3 ∙ 0 = 0

 

      Одним из частных решений этой си-

стемы является набор чисел  

𝑚1 = 4, 𝑚2 = −3, 𝑚3 = 0, т.е. 𝑚̅(4;-3;0)  
Обозначим через 𝑛 ̅(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3)  вектор, 

удовлетворяющий условиям: 𝑛 ̅ ⊥ 𝐶𝑁̅̅ ̅̅  и 𝑛 ̅ ⊥
𝐶𝑀, т. е. 𝑛 ̅ ⊥ ( 𝑀𝐶𝑁). 

Тогда  
𝑛 ̅ ∙𝐶𝑁̅̅ ̅̅ =0
 𝑛 ̅∙𝐶𝑀=0

↔

{
𝑛1 ∙ 0 + 𝑛2 ∙ (−4) + 𝑛3 ∙ 6 = 0

𝑛1 ∙ 3 + 𝑛2 ∙ 0 + 𝑛3 ∙ 6 = 0
 

Находим одно из решений данной си-

стемы: 𝑛3 = 2, 𝑛2 = 3, 𝑛1 = 4, т. е. 

𝑛 ̅(−4; 3; 2).   
Далее угол между двумя плоскостями 

находим как угол между перпендикуляр-

ными векторами этих плоскостей. 

cos 𝛼 =
|𝑚̅ ∙ 𝑛̅|

|𝑚̅| ∙ |𝑛̅|
;    cos 𝛼

=
|4 ∙ (−4) + (−3) ∙ 3 + 6 ∙ 2|

√42 + (−3)2 + 02 ∙ √(−4)2 + 32 + 22
=

√25

√29
 

𝛼 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠√
25

29
 .  

Задача 4. Дана четырехугольная пира-

мида SABCD с прямоугольником ABCD в 

основании. Сторона AB равна 4, а BC равна 

4√2. Вершина пирамиды S проецируется в 

точку пересечения диагоналей прямоуголь-

ника. Из вершины A и C на ребро SB опу-

щены перпендикуляры AM и CN. 

а) Докажите, что точка M является сере-

диной отрезка BN. 

б) Найдите угол между плоскостями SBA 

и SBC, если ребро SD равна 8. 

 

а) Систему координат и базисные век-

торы a̅, b,̅ c̅ выберем следующим образом: 

начало координат совпадает с точкой пере-

сечения диагоналей основания пирамиды, 

𝑎̅ =
𝐴𝐷̅̅ ̅̅

2
, 𝑏̅=

𝐴𝐵

2
,     𝑐̅=

𝑂𝑆

2
. 

Из треугольника ABM имеем 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ +

𝛼 ∙ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ . 
   Используя условие перпендикуляр-

ности двух векторов, получим: 

𝐴𝑀̅̅̅̅̅ ∙ 𝐵𝑆̅̅̅̅ = 0,     𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ∙ 𝐵𝑆̅̅̅̅ + 𝛼 ∙ 𝐵𝑆2̅̅ ̅̅ ̅ = 0 

Используя разложения векторов через 

базисные,𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 2𝑏̅,    𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = −𝑏̅ + 𝑎̅ + 𝑐̅, 

Имеем равенство 2𝑏̅ ∙ (−𝑏̅ + 𝑎̅ + 𝑐̅) 

+𝛼(−𝑏̅ + 𝑎̅ + 𝑐̅)2 = 0 

Учитывая, что косинус угла между ба-

зисными векторами равен нулю, после эле-

ментарных преобразований получим: 

−2𝑏̅2 + 2|𝑏̅| ∙ |𝑎̅| ∙ 0+2|𝑏̅| ∙ |𝑐̅| ∙ 0 +

𝛼(𝑏̅2 + 𝑎̅2 + 𝑐̅2 − 2|𝑏̅| ∙ |𝑎̅| ∙ 0 − 2|𝑏̅| ∙ |𝑐̅| ∙

0 + 2|𝑎̅| ∙ |𝑐̅| ∙ 0) ↔ −2𝑏̅2 + 𝛼(𝑏̅2 + 𝑎̅2 +

𝑐̅2)=0, 𝛼 =
2𝑏̅2

𝑏̅2+𝑎̅2+𝑐̅2
. 

  Подставим длины базисных векто-

ров: 𝛼 =
8

12+𝑐̅2
. 

Точно так же рассуждая, из прямоуголь-

ного треугольника CSN получаем: 

𝐶𝑁̅̅ ̅̅ = 𝐶𝐵̅̅ ̅̅ + 𝛽 ∙ 𝐵𝑆̅̅̅̅  ; 𝐶𝑁̅̅ ̅̅ ∙ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ = 0,     𝐶𝐵̅̅ ̅̅ ∙

𝐵𝑆̅̅̅̅ + 𝛽 ∙ 𝐵𝑆2̅̅ ̅̅ ̅ = 0. 
Разложив векторы через базис, после 

элементарных преобразований получаем: 

−2𝑎̅2 + 𝛽(𝑏̅2 + 𝑎̅2 + 𝑐̅2) = 0 , 𝛽 =
2𝑎̅2

𝑏̅2+𝑎̅2+𝑐̅2
. 

Подставим значения длин базисных век-

торов: 𝑦 =
16

12+𝑐̅2
. 

Сравнивая коэффициенты  𝛼 и 𝛽 имеем, 

что 𝛽 = 2𝛼. Это означает, что точка M явля-

ется серединой отрезка BN, что и требова-

лось доказать. 

б) Угол между плоскостями SBA и SBC 

равен углу между прямыми AM и CN, пер-

пендикулярными линии пересечения этих 

плоскостей. Найдем сначала угол между 

векторами 𝐴𝑀 ̅̅ ̅̅ ̅ и  𝐶𝑁̅̅ ̅̅ . Используя теорему 

Пифагора к прямоугольному треугольнику 

BSO, получим: 𝑆𝐵2  = 𝑆𝑂2 + 𝑂𝐵2,         

  𝑆𝐵2 = 𝑐̅2 + 𝑎̅2 + 𝑏̅2,   82 = 𝑐̅2 + 4 + 8,     |𝑐̅|

= √52. 
Используя значения коэффициентов  

𝛼 и 𝛽,  полученные в пункте  

а):  𝛼=
1

8  
,   𝛽 =

1

4
. 

S 

C 

B 

A 

D 

O 

N 

M 

𝑐̅ 

𝑏̅ 𝑎̅ 
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Подставим эти значения в разложения 

векторов 𝐴𝑀 ̅̅ ̅̅ ̅ и  𝐶𝑁̅̅ ̅̅ : 

𝐴𝑀̅̅̅̅̅= 2𝑏̅+
1

8
(𝑎̅ − 𝑏̅ + 𝑐̅) =

1

8
𝑎̅ +

15

8
𝑏̅ +

1

8
𝑐̅. 

𝐶𝑁̅̅ ̅̅ = −2𝑎̅ +
1

4
(𝑎̅ − 𝑏̅ + 𝑐̅)

= −
7

4
𝑎̅ −

1

4
𝑏̅ +

1

4
𝑐.̅ 

Вычислим косинус угла между этими 

векторами: 

cos(𝐴𝑀̅̅̅̅̅,   𝐶𝑁̅̅ ̅̅ ̅̅ ) =
𝐴𝑀 ̅̅ ̅̅ ̅  ∙  𝐶𝑁̅̅ ̅̅

|𝐴𝑀̅̅ ̅̅̅| ∙ |𝐶𝑁̅̅ ̅̅ |

=
−2

1
8

∙ √960  ∙
1
4

∙ √488

= −
1

√105
. 

Если косинус угла меньше нуля, то век-

торы образуют тупой угол. Поэтому иско-

мый угол между плоскостями SBA и SBC ра-

вен смежному с найденным углу 𝛼 =

𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
1

√105
. 

Выводы  

В школьном курсе математики вопросам 

взаимного расположения прямых и плоско-

стей не уделяется должного внимания, хотя 

задачи на эту тему регулярно предлагаются 

в материалах ЕГЭ по математике и на всту-

пительных экзаменах в ведущие вузы [3]. 

При решении таких задач эффективно 

можно использовать координатный метод. 

Следует отметить, что векторно-коорди-

натный метод также можно использовать 

для нахождения расстояния между скрещи-

вающимися прямыми, расстояния от точки 

до плоскости [4]. 
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