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РЕЗЮМЕ. Цель – на основе методологических принципов комплексного обучения математике раз-

работать эффективный методический инструментарий выявления категориальных признаков во взаи-

модействиях методических объектов непрерывной и дискретной математики для создания и использо-

вания соответствующих понятий в обучении математике на уровне профильной школы. Методы. Анализ 

взаимодействия методических объектов непрерывной и дискретной математики, аналогия проявления 

их категориальных признаков и синтез различных подходов в контексте междисциплинарной интегра-

ции в сфере образования. Результаты. Методически обосновано онтологическое единство понятий 

производной непрерывной функции и конечной разности дискретной функции. Обнаруженные анало-

гии свойств операций дифференцирования непрерывной функции и конечной разности дискретной 

функции позволили обобщить формулу Ньютона – Лейбница для некоторого класса функций и приме-

нить ее для исследования рекуррентных формул и вычисления сумм членов некоторых рациональных 

последовательностей заданной степени. Выводы. Комбинирование идей и методов непрерывной и 

дискретной математики способствует целостному восприятию методических объектов, формируя соот-

ветствующие компетенции у студентов, и обобщению базовых математических понятий на различных 

уровнях образования, обеспечивая тем самым непрерывность и преемственность математического 

образования в целом. 
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ABSTRACT. The aim is on the basis of the methodological principles of integrated teaching in mathemat-

ics, develop an effective methodological toolkit for identifying categorical features in the interactions of 

methodological objects of continuous and discrete mathematics in order to create and implement appro-

priate technologies for teaching mathematics at various levels of education. Methods. Analysis of the inter-

action of methodological objects of continuous and discrete mathematics, the analogy of the manifestation 

of their categorical features and the synthesis of various approaches in the context of interdisciplinary inte-

gration in the field of education. Results. The ontological unity of the concepts of the derivative of a contin-

uous function and the finite difference of a discrete function has been methodically substantiated. The dis-

covered analogies of the properties of the operations of differentiation of a continuous function and the 

finite difference of a discrete function made it possible to generalize the Newton - Leibniz formula for a cer-

tain class of functions and apply it to study recurrent formulas and calculate the sums of terms of some 

rational sequences of a given degree. Conclusions. The combination of ideas and methods of continuous 

and discrete mathematics contributes to the holistic perception of methodological objects, forming the cor-

responding competencies in students, and the generalization of basic mathematical concepts at different 

levels of education, thereby ensuring the continuity and continuity of mathematical education as a whole. 
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Введение 

Наука и общество на современном эта-

пе развития предъявляют к математиче-

скому образованию на всех его уровнях 

требования категориального (универсаль-

ного) характера. Они отражены в государ-

ственных образовательных стандартах, 

которые предусматривают одновремен-

ную реализацию принципов личностно-

ориентированного и практико-

ориентированного образования, направ-

ленного на формирование соответствую-

щих компетенций. Актуализация ком-

плексного подхода к обучению математи-

ке в системе профильного обучения свя-

зана, прежде всего, с возрастающей ролью 

математики в исследованиях естествен-

ных, технических, гуманитарных наук и 

формированием у учащихся математиче-

ских компетенций. Основные методоло-

гические принципы комплексного обуче-

ния математике на всех уровнях образова-

ния (принципы единства противополож-

ностей, соответствия и определенности, 

аналогии, симметрии, двойственности, 

инвариантности и математического моде-

лирования) способствуют формированию 

именно этих компетенций и универсаль-

ных учебных действий, а также развитию 

комплексного мышления [3; 4; 5; 6]. 
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Цель статьи – на основе методологиче-

ских принципов комплексного обучения 

математике разработать эффективный 

методический инструментарий выявления 

категориальных признаков во взаимодей-

ствиях методических объектов непрерыв-

ной и дискретной математики для созда-

ния и использования соответствующих 

понятий в обучении математике на уровне 

профильной школы.  

В математическом образовании на всех 

уровнях обучения превалируют методы 

непрерывной математики. Между тем в 

постиндустриальном обществе, где ин-

формационные технологии играют клю-

чевую роль, доминирование методов дис-

кретной математики становится все более 

очевидным. В такой ситуации определя-

ющим фактором развития новых образо-

вательных технологий становится выяв-

ление системных свойств межпредметной 

интеграции в математическом образова-

нии на основе указанных выше методоло-

гических принципов, главным образом 

принципов аналогии, единства противо-

положностей и определенности. Такая 

стратегия обучения математике требует 

активизации методов интеграции понятий 

и методических объектов по определен-

ной схеме их комбинирования.  

Результаты и обсуждение 

Под математическим образованием мы 

будем понимать «учебно-воспитательный 

процесс, осуществляемый в ходе изучения 

математики на всех ступенях непрерывно-

го образования, при котором происходит 

не только усвоение определенной сово-

купности математических знаний, умений 

и навыков, но и развитие мышления обу-

чаемых, формирование их нравственной и 

духовной культуры» [2, с. 5]. В таком кон-

тексте обучение математике воспринима-

ется как единство непрерывной и дис-

кретной математики, где переход от одной 

модели представления методического объ-

екта или понятия к другой модели осу-

ществляется по определенной логической 

схеме, в которой аналогией действий вы-

деляются категориальные свойства мето-

дических объектов. 

Как известно, одним из фундаменталь-

ных понятий непрерывной математики 

является понятие производной функции 

или ее дифференциала. Естественным 

аналогом этого понятия в дискретной ма-

тематике является понятие конечной раз-

ности. Их противоположность на онтоло-

гическом уровне вполне очевидна: произ-

водная функции определяется как предел 

числовой последовательности при не-

ограниченном уменьшении значения 

приращения аргумента, когда как конеч-

ная разность принимает вполне опреде-

ленное конечное (и ограниченное) значе-

ние. Формализуем вышесказанное. 

Пусть y = f(x) – дифференцируемая 

функция. Тогда, как известно, f'(x) =      = 

𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
 = lim

𝛥𝑥⟶0

𝑓(𝑥+ 𝛥𝑥)− 𝑓(𝑥)

𝛥𝑥
, или имеем при-

ближенное равенство f'(x)≈  
𝑓(𝑥+ 𝛥𝑥)− 𝑓(𝑥)

𝛥𝑥
. 

В дифференциалах оно запишется в виде  

df≈ 𝑓(𝑥 +  𝛥𝑥) −  𝑓(𝑥).                        (1) 

Если функция y = f(x) является дис-

кретной и Δx = h–постоянная фиксиро-

ванная величина приращения аргумента, 

то выражение (1) принимает вид 

Δy = Δf(x) = f(x + Δx) – f(x)                  (2) 

и называется конечной разностью 

функции f(x). 

Подобно тому как определяется вторая 

производная от непрерывно дифференци-

руемой функции, определяется и конечная 

разность второго порядка, а именно 

𝛥2𝑦 = Δ(Δf(x)) = f(x + 2Δx) – 2f(x + Δx) 

+ f(x).                           (3) 

Аналогичным образом определяется 

конечная разность любого порядка n, т. е. 

имеем следующее равенство 

𝛥𝑛
y = 𝛥𝑛

f(x) = Δ(𝛥𝑛−1
f(x)).                  (4)  

Следует отметить, что конечные разно-

сти функции получаются через последова-

тельные значения самой функции и ко-

эффициенты бинома Ньютона. Другими 

словами, коэффициенты в этих формулах 

подчинены тому же закону, который 

наблюдается у степеней бинома [1]. Так 

бином Ньютона становится связующим 

звеном между школьной математикой, с 

одной стороны, и такими разделами мате-

матики, как комбинаторика, теория веро-

ятностей, математический анализ, диффе-

ренциальные уравнения – с другой, обес-

печивая принцип непрерывности и преем-

ственности обучения на всех уровнях ма-

тематического образования. 

Отметим аналогии свойств операции 

дифференцирования d непрерывной 

функции и операции конечной разности Δ 

для соответствующей дискретной функ-

ции. Например, эти операции являются 

линейными и применение их к элемен-
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тарным функциям приводит к совершен-

но одинаковым результатам с точностью 

до формы их представления. Рассмотрим 

их аналогии применительно к некоторым 

элементарным функциям. Пусть функции 

y = ax + b, y = 𝑎𝑥
, a > 0, a≠ 1, y = sinx, y = 

lnx являются дискретными функциями. 

Тогда по формуле (2) имеем 

Δy = Δ(ax + b) = aΔx, 

Δy = Δ(𝑎𝑥
) = 𝑎𝑥

(𝑎𝛥𝑥
 – 1), 

Δy = Δ(lnx) = ln(x + Δx) – lnx = ln(1 + 
𝛥𝑥

𝑥
), 

Δy = Δsinx = sin(x + Δx) – sinx = 2sin
𝛥𝑥

2
 

cos(x + 
𝛥𝑥

2
), 

и они также являются функциями от х. 

Если в этих равенствах соответствую-

щие функции являются непрерывно 

дифференцируемыми, то, переходя в обе-

их их частях к пределу при Δх⟶0, полу-

чим их соответствующие аналоги для не-

прерывных функций. Это означает, что 

разностный оператор Δ обладает рядом 

свойств, сходных с оператором диффе-

ренцирования d, а именно: 

1) ΔС = 0, ∀С ∈ 𝑅; 

2) Δ(f(x) ± 𝑔(𝑥)) = Δf(x) ±Δg(x); 

3) Δ(f(x).g(x)) = f(x + Δx).Δg(x) + 

g(x).Δf(x); 

4) Δ(Cf(x)) = C.Δf(x); 

5) 𝛥𝑚
(𝛥𝑛

y) = 𝛥𝑚+𝑛
y, m, n ∈ N. 

Далее будем рассматривать функции 

вида y = f(n), n∈ N, играющие в дискрет-

ной математике и в школьном курсе ма-

тематики важную роль. В этом случае, 

очевидно, х = n, Δx = 1, и равенство (2) 

примет вид 

Δf(n) = f(n + 1) – f(n).                            (5)    

Одним из основных моментов мето-

дической линии, развиваемой в настоя-

щей статье, является обобщение форму-

лы Ньютона – Лейбница для функций 

вида f(n), применение ее в целях исследо-

вания рекуррентных формул и вычисле-

ния сумм членов некоторых последова-

тельностей. 

Для этого поступаем следующим обра-

зом. Последовательно придавая аргументу 

n в равенстве (6) значения 1, 2, … полу-

чим: 

Δf(1) = f(2) – f(1), 

Δf(2) = f(3) – f(2), 

     ---------------------- 

Δf(n) = f(n + 1) – f(n). 

Складывая левые и правые части этих 

равенств соответственно, имеем: 

∑ 𝛥𝑓(𝑘)𝑛
𝑘=1  = f(n + 1) – f(1).                 (6) 

Для функции f(n) равенство (7) и явля-

ется аналогом формулы Ньютона – Лейб-

ница, если ее представить в виде 

∫
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = f(b) – f(a). 

Применим формулу (7) для вычисле-

ния некоторых сумм. Совершенно оче-

видным является равенство ∑ 𝑎𝑛
𝑘=1  = na, т. 

е. в левой части равенства на самом деле 

находится n раз сложенная сумма элемен-

та a. Найдем сумму 1 + 2 + … + n. Это – 

сумма n первых членов арифметической 

прогрессии с первым членом 1 и разно-

стью прогрессии d = 1. Имеем равенство 

Δ𝑘2
 = (𝑘 + 1)2

 – 𝑘2
 = 2k + 1. Суммируя обе 

части этого равенства по k, получим 

∑ 𝛥𝑘2𝑛
𝑘=1  = 2∑ 𝑘𝑛

𝑘=1 +  ∑ 1𝑛
𝑘=1 . 

Левая часть этого равенства по форму-

ле (7) равна (𝑛 + 1)2
– 1, а второе слагаемое 

правой части равно n. Тогда получим  

∑ 𝑘𝑛
𝑘=1  = 

𝑛2+ 𝑛

2
 = 

(1+𝑛)

2
 n.                         (7) 

Если первый член арифметической 

прогрессии с разностью d равен 𝑎1, 

а 𝑎𝑛 = 𝑎1 + (n – 1)d, то, подставляя в пра-

вую часть последнего равенства вместо 1 

значение 𝑎1 , а вместо n (в скобках) значе-

ние 𝑎1+ (n – 1)d, получим сумму первых n 

членов соответствующей арифметической 

прогрессии, т. е. 

𝑆𝑛 = 

2𝑎1+(𝑛−1)𝑑

2
n. 

Используя формулу (7), найдем сумму 

вида q + 𝑞2
 + … + 𝑞𝑛

. Для функции 𝑞𝑘
 

имеем Δ𝑞𝑘
 = 𝑞𝑘+1

 – 𝑞𝑘
 = 𝑞𝑘

(q – 1). Отсюда 

𝑞𝑘
 = 

𝛥𝑞𝑘

𝑞−1
. Суммируя обе части по k, полу-

чим 

∑ 𝑞𝑘𝑛
𝑘=1  = 

∑ 𝛥𝑞𝑘𝑛
𝑘=1

𝑞−1
 = 

𝑞𝑛+1− 𝑞

𝑞−1
 = 

𝑞(𝑞𝑛− 1)

𝑞−1
. 

Эта сумма является суммой геометри-

ческой прогрессии с первым членом, рав-

ным q, и с таким же знаменателем. Если 

же в последнюю формулу вместе первого 

члена прогрессии со знаменателем q под-

ставить𝑎1, то получим следующую фор-

мулу для n первых членов геометрической 

прогрессии: 

𝑆𝑛 = 
𝑎1 (𝑞𝑛− 1)

𝑞−1
. 

Полученные выше формулы для 

нахождения суммы первых n членов 

арифметической и геометрической про-
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грессии, а также формулу (7) применим 

для вычисления суммы 12
 + 22

 + 32
 + … + 

𝑛2
. Для функции f(k) = 𝑘3

 имеем Δ𝑘3
 = 

(𝑘 + 1)3
 – 𝑘3

 = 3𝑘2
 + 3k + 1. Суммируя обе 

части последнего равенства по k, получим 

∑ 𝛥𝑘3𝑛
𝑘=1  = 3∑ 𝑘2𝑛

𝑘=1  + 3∑ 𝑘𝑛
𝑘=1  + ∑ 1𝑛

𝑘=1 . 

Левая часть этого равенства по форму-

ле (7) совпадает с  (𝑛 + 1)3
 – 1, второе сла-

гаемое правой части, как было установле-

но выше, равно 3 
(𝑛+1)𝑛

2
, а третье слагаемое 

принимает значение n. Подставляя эти 

значения в последнее равенство, после 

элементарных преобразований получим 

∑ 𝑘2𝑛
𝑘=1 = 

𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
.                           (8) 

Аналогичным образом нетрудно убе-

диться, что имеет место равенство 

∑ 𝑘3𝑛
𝑘=1  = (

𝑛(𝑛+1)

2
)2

. 

Таким же образом, методом рекурсии, 

можно получить формулы для вычисле-

ния суммы любых степеней членов нату-

рального ряда. Следует отметить, что в 

некоторых учебных пособиях по матема-

тике профильной школы, в классических 

курсах вузовской математики в справед-

ливости формул для суммы квадратов и 

кубов первых n чисел последовательности 

предлагают убедиться методом математи-

ческой индукции, не объясняя происхож-

дения самой формулы. 

Рациональной последовательностью 

степени n натурального ряда называется 

последовательность рациональных чисел, 

определяемых формулой 

f(k, n) = 𝑎0𝑘𝑛
 + 𝑎1𝑘𝑛−1

 + … + 𝑎𝑛−1k + 𝑎𝑛,  

(9) 

где все 𝑎𝑖 ∈ 𝑅,  k, n ∈ 𝑁. 

Применяя приведенные выше способы 

нахождения сумм степеней членов нату-

рального ряда, найдем сумму членов ра-

циональной последовательности опреде-

ленной степени. На конкретном примере 

продемонстрируем это действие, которое 

легко обобщается для рациональных по-

следовательностей любой степени. Допу-

стим, члены последовательности заданы, 

например, формулой f(k, 2) = 6𝑘2
 + 2k + 3. 

Очевидно, эта последовательность не яв-

ляется ни арифметической, ни геометри-

ческой прогрессией. Найдем сумму пер-

вых n членов этой последовательности, 

то есть 

∑ 𝑓(𝑘, 2)𝑛
𝑘=1  = 6∑ 𝑘2𝑛

𝑘=1  + 2∑ 𝑘𝑛
𝑘=1  + 

∑ 3𝑛
𝑘=1  = n(n + 1)(2n + 1) + n(n + 1) + 3n = 

= 2𝑛3
+ 4𝑛2

 + 5n. (К суммам в правой части 

равенства применены формулы (8) и (9)). 

Итак, сумма членов рациональной после-

довательности степени n определяется при 

условии, когда известны соответствующие 

суммы для всех степеней меньше, чем n. 

Идеи рекурсии носят категориальный и 

алгоритмический характер. 

Выводы 

Комбинирование идей и методов не-

прерывной и дискретной математики спо-

собствует целостному восприятию мето-

дических объектов и обобщению базовых 

математических понятий на уровне про-

фильной школы. В частности, обнаруже-

ны аналогии форм представления и про-

явление сходных свойств непрерывных и 

соответствующих дискретных методиче-

ских объектов. На основе дискретного 

аналога формулы Ньютона – Лейбница 

доказаны числовые равенства, играющие 

важную роль в школьной математике. 

Идея суммирования степеней членов 

натурального ряда обобщена на класс ра-

циональных последовательностей. Инте-

гральные методы способствуют также ре-

шению проблемы классификации матема-

тических объектов и понятий по наиболее 

общим (категориальным) признакам их 

отношений, обеспечивая тем самым не-

прерывность и преемственность матема-

тического образования в целом. 
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