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РЕЗЮМЕ. Цель – изучить возможность развития критического мышления учащихся при обучении 

математике через построение контрпримеров. Методы. Комбинированные аналитико-синтетические 

методы, математические методы обработки информации. Результат. Авторами подобраны типы задач и 

построены контрпримеры, способствующие формированию и развитию критического мышления уча-

щихся. Вывод. Формирование умений построить контрпримеры, опровергающие утверждения или 

предложения является важной составляющей критического мышления учащихся. 
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ABSTRACT. The aim is to study the possibility of developing students' critical thinking when teaching 
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Введение 

В процессе поиска истины рассматри-

ваются различные варианты, осуществля-

ется конвергентное и критическое мыш-

ление. 

Конвергентное мышление характеризу-

ется сведением вместе или синтезом ин-

формации и знаний, сосредоточением на 

решении проблемы. Часто связано с ре-

шением задач, особенно с проблемами, 

которые имеют только одно правильное 

решение [4]. 
Критическое мышление – когнитивная 

стратегия, которая состоит в значительной 

степени из непрерывной проверки и ис-

пытания возможных решений относи-

тельно того, как выполнить определенную 

работу. Критическое мышление часто свя-

зывают с творческим мышлением. Их раз-

личие заключается в том, что творчество 

связано новыми инсайтами и решениями, 

в то время как критическое мышление 

выполняет функции проверки имеющих-

ся идей и решений на наличие недостат-

ков или ошибок. 

Умение находить примеры, иллюстри-

рующие понятия или доказывающие 

утверждение, либо контрпримеры, опро-

вергающие предложения, являются важ-

ными компонентами критического мыш-

ления. Результат анализа, проводимого с 

помощью примеров или контрпримеров, 

не должен быть для учащихся заранее из-

вестным. В такой деятельности нет шаб-

лонности и формализма. 

Использованию в обучении примеров 

и контрпримеров посвящены работы мно-

гих отечественных методистов – матема-

тиков В. Г. Болтянского, В. М. Брадиса, 

А. Г. Мордковича, А. А. Столяра и зару-

бежных авторов: Л. Берса, Б. Гелбаума, 

Э. Э. Моиза, Ф. Л. Даунса и др. [3]. 

Цель и методы исследования 

Рассмотрим один из методов эвристи-

ческой деятельности обучающихся – фор-

мирование умений построения контр-

примеров на уроках математики. Контр-

примеры часто используются эффективно 

в тех случаях, когда учащиеся владеют не-

сколькими методами решения задач, для 

опровержения неперспективных вариан-

тов поиска. Деятельность обучающихся по 

построению контрпримеров следует фор-

мировать и развивать на различных типах 

задач по математике. Наибольший эффект 

контрпримеров достигается в тех случаях, 

когда формулируются два утверждения, в 

которых условие и заключение перестав-

лены местами. Появление контрпримеров 

должно быть в естественной ситуации, т. 
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е. когда истинность утверждения неиз-

вестна учащимся. Поэтому ученикам сле-

дует предлагать цикл задач на выдвижение 

гипотезы и ее доказательство или опро-

вержение. 

Исследование психологических основ 

деятельности обучающихся при построе-

нии контрпримеров показывает, что дея-

тельность учащихся проходит пять фаз 

творческого решения: фаза выдвижения 

гипотезы; фаза собирания материала, 

накопления знаний; фаза инкубации, со-

зревания; фаза озарения, инсайта; фаза 

доказательства справедливости построе-

ния контрпримера [4]. 
Формирование умения построения 

контрпримеров стимулирует склонность к 

рискованному поведению, стремление 

учащихся к принятию самостоятельного 

решения. Происходит тренировка в проек-

тировании возможных гипотез, т. е. контр-

пример становится источником новых ги-

потез. Система действий на развитие уме-

ний составления контрпримеров должна 

предусматривать продуктивный метод 

обучения на простейших задачах. Важным 

условием развития творчества учащихся 

является совместная исследовательская де-

ятельность с преподавателем. Она возмож-

на в ситуации, когда решается задача, ответ 

на которую не знает ни учащийся, ни пре-

подаватель. В этих условиях задача из 

учебной превращается в научную[4]. 
Следует отметить двойственный про-

цесс мышления при построении контр-

примеров. С одной стороны, предприни-

маются попытки к доказательству сфор-

мулированного утверждения, а с другой 

стороны, разыскиваются примеры, опро-

вергающие это утверждение. В большин-

стве случаев только сильные учащиеся, 

воспринимая этот процесс в целостности, 

находят правильное решение, т.к. продви-

гаясь в обоих направлениях можно найти 

правильное решение [1]. Невозможность 

доказать некоторый простой факт в по-

строенной цепочке доказательства приво-

дит к искомому контрпримеру. 

Результаты и их обсуждение 

Интересных контрпримеров, играю-

щих познавательную и развивающую 

роль, не так уж много. Во-первых, это из-

вестные математические ошибки в доказа-

тельствах, и искусственно созданные ав-

торами, чтобы привлечь внимание к обла-

сти применения рассматриваемых опера-

ций, функций. Во-вторых, это фундамен-

тальные примеры, подчеркивающие, что 

теорема доказана для конкретного класса 

объектов. 

В учебнике И. Ф. Шарыгина [7] изуча-

ется интересный и поучительный контр-

пример «равенства» треугольников по 

трем элементам, среди которых даны две 

стороны, т. е. по двум сторонам и углу, 

противолежащему одной из них. 

 

В треугольниках АСВ, АСВ1 сторона АС 

является общей, стороны ВС и В1С равны, 

угол А является общим, но треугольники, 

вообще говоря, не равны. 

Для учащихся следует показать анализ 

этого контрпримера. Во-первых, тре-

угольник по двум сторонам и углу, проти-

волежащему одной из этих сторон, не все-

гда можно построить или можно постро-

ить, но существует одно или два решения. 

Во-вторых, из теоремы синусов получаем 

уравнение для определения второго про-

тивоположного угла, которое либо не раз-

решимо, либо существует одно, два реше-

ния (имея в виду углы треугольника, 

меньше развернутого угла). 

А существуют ли подобные контрпри-

меры для тетраэдра? 

Задача. Основанием пирамиды АВСS 

является правильный треугольник АВС. 

Плоские углы при вершине S пирамиды 

равны. Является ли пирамида правиль-

ной? 

Два способа решения этой проблемы 

предложены в [6]. Ответ зависит от вели-

чины угла при вершине пирамиды. Рас-

смотрим самую простую идею решения 

этой проблемы. Проведем произвольную 

дугу окружности с центром S. На дуге от-

ложим последовательно три равных про-

извольных дуги и построим равные хорды 

ЕА, АВ, ВД. Получим равносторонний 

треугольник АВС. Многоугольник SЕ-

АВСД является разверткой правильной 

пирамиды и удовлетворяет условию зада-

чи. Точки Е, С, Д отождествляются при 

склеивании. 

  

А    В1 
1

11 

   В 

С 
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Если величина угла АSВ меньше 60
0
, то 

существуют точки М, N такие, что 

АМ=АЕ=ВN. Многоугольник SМАСВN 

может определить и другую развертку не-

правильной пирамиды, у которой основа-

ние АВС равносторонний треугольник и 

углы при вершине S равны между собой. 

Точки М, С, N отождествляются при скле-

ивании. Если величина угла при вершине 

пирамиды больше или равна 60
0
, то вто-

рую развертку построить невозможно. 

Следует отметить, что если вершина S 

правильной пирамиды приближается к 

основанию, то угол стремится к 120
0
. По-

этому существует естественное ограниче-

ние:∝<120
0
. 

Формула Эйлера устанавливает связь в 

любом треугольнике между радиусом R 

описанной окружности, радиусом r впи-

санной окружности и расстоянием d меж-

ду центрами этих окружностей. Обобщив 

этот результат для произвольного тетра-

эдра, французский математик Дюранд по-

лучил формулу d
2 

= (R + r)(R – 3r), где R и 

r – соответственно радиусы описанной и 

вписанной сфер, а d – расстояние между 

их центрами [5]. 
На Соросовской конференции учите-

лей математики в Санкт-Петербурге в ян-

варе 1996 г. профессор М. Б. Балк заявил, 

что формула Дюранда не выполняется [2]. 
Этот факт был доказан с помощью ком-

пьютера. После этого появляется есте-

ственное желание усовершенствовать 

формулу. Доказано следующее утвержде-

ние: для произвольного тетраэдра не су-

ществует никакой единой формулы вида d 

= f (R, r), связывающей радиус описанной 

сферы, радиус вписанной сферы и рассто-

яние между центрами этих сфер. 

Следует отметить, что появление вы-

ражения R – 3 r в приведенной выше фор-

муле является естественным. Действи-

тельно, в правильном тетраэдре отрезки, 

соединяющие вершины тетраэдра с цен-

трами противоположных граней, пересе-

каются в одной точке, в центре правиль-

ного тетраэдра. Центр правильного тетра-

эдра делит эти отрезки в отношении 3:1, 

считая от вершины. Центр тетраэдра яв-

ляется центром описанной и вписанной 

сфер, а d = 0, R – 3 r = 0 и формула спра-

ведлива в этом случае. 

Построим контрпример для этой фор-

мулы. Рассмотрим тетраэдр АВСД, в кото-

ром АВ и СД – два равных отрезка на двух 

перпендикулярных скрещивающихся 

прямых [6]. 

   C 

S 
 

M 
 N 

 

E 
 

A 
 

B 
 

D 
 

C 
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Пусть М и N соответственно середины 

отрезков АВ и СД, МN – общий перпенди-

куляр АВ и СД, МN = 2 в, АВ = 2 а, О – се-

редина отрезка МN. 

Рассмотрим зеркальный поворот f тет-

раэдра, состоящий из поворота вокруг 

прямой МN на 90
0
 и симметрии относи-

тельно плоскости, проходящей через точ-

ку О и перпендикулярной к прямой МN. 

Отображения f, f
2
, f

3
, f

4
 оставляют точку О 

на месте, точку А переводят последова-

тельно в точки Д, В, С, А, а грань АВД по-

следовательно в другие грани тетраэдра. 

Преобразованный тетраэдр можно 

назвать зеркально-поворотным, так как он 

совмещается с собой при этих отображе-

ниях. Отсюда следует, что точка О равно-

удалена от вершин тетраэдра и от граней 

тетраэдра, т. е. она является центром опи-

санной и вписанной сфер. Радиус описан-

ной сферы равен R = √𝑎2 + 𝑏2
. Радиус 

вписанной сферы равен r =
𝑎𝑏

√𝑎2+4𝑏2
. Вели-

чина R – 3 r для зеркально-поворотного 

тетраэдра тогда и только тогда обращается 

в нуль, когда а =2 в, т. е. для правильного 

тетраэдра. 

Отметим, что если значение а фикси-

ровано для зеркально- поворотного тетра-

эдра, а значение в неограниченно возрас-

тает, т. е. в → ∞ и указанная формула не 

выполняется. 

Выводы 

Систему действий на развитие умений 

составлять контрпримеры необходимо 

сформировать на простейших задачах и 

эти действия являются важным компо-

нентом критического мышления. 
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РЕЗЮМЕ. Цель исследования – обосновать необходимость внедрения в теологический образова-

тельный процесс курса интеграционного исламского менеджмента, ориентированного на повышение 

уровня знаний и умений обучающихся исламских вузов по управлению исламскими объектами. Мето-

ды: анализ, обобщение, наблюдение. Результат. Данный образовательный курс направлен на овладе-

ние новыми управленческими знаниями, которые ранее не имели места в практике преподавания. 

Авторы статьи обосновывают необходимость изучения «исламского менеджмента» в современных 

условиях как возможности ускорения, совершенствования и эффективного управления системами и 

объектами исламской многосторонней экономики. Авторы также формулируют и представляют поня-

тийный аппарат светского и исламского управления, а также предлагают некоторые рекомендации по 

эффективной реализации данного курса в исламских университетах. Вывод. В соответствии с нацио-

нальными интересами Российское государство, помимо подготовки современных управленцев через 


